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Аннотация. Изучена краевая задача для дифференциального оператора высо-
кого четного порядка, коэффициенты которого являются разрывными функци-
ями в некоторой внутренней точке отрезка, на котором рассматривается опера-
тор. В точке разрыва коэффициентов требуется выполнение некоторых условий
«сопряжения», которые следуют из физических условий. Граничные условия
рассматриваемой краевой задачи являются разделенными и зависят от несколь-
ких параметров. Тем самым одновременно изучаются спектральные свойства
целого семейства дифференциальных операторов. Весовая функция операто-
ра является кусочно-постоянной на отрезке задания дифференциального опе-
ратора. При больших значениях спектрального параметра выведена асимпто-
тика решений дифференциальных уравнений, определяющих изучаемый опера-
тор. С помощью этой асимптотики изучены условия «сопряжения». Полученные
формулы позволяют исследовать граничные условия рассматриваемой краевой
задачи. В результате выведено уравнение на собственные значения исследуе-
мого оператора. Доказано, что собственные значения оператора являются кор-
нями некоторой целой функции. Изучена индикаторная диаграмма уравнения
на собственные значения оператора. Доказано, что спектр оператора является
дискретным. В различных секторах индикаторной диаграммы найдена асимп-
тотика собственных значений изучаемого оператора, зависящая от параметров
граничных условий. Найденные формулы позволяют находить асимптотику соб-
ственных функций оператора и вычислять регуляризованные следы этого опе-
ратора.
Ключевые слова: дифференциальный оператор; краевая задача; спектральный
параметр; весовая функция; асимптотика собственных значений; собственные
функции

Рассмотрим дифференциальный оператор высокого четного порядка, задаваемый
на отрезке [0; π] дифференциальными уравнениями{

y
(10)
1 (x) + q1(x)y1(x) = λa10y1(x), 0 6 x < x1, a > 0, (1)
y
(10)
2 (x) + q2(x)y2(x) = λb10y2(x), x1 < x 6 π, b > 0, (2)
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с условиями «сопряжения» в точке x1 разрыва коэффициентов

y1(x1 − 0) = y2(x1 + 0);
y
(m)
1 (x1 − 0)

am
=

y
(m)
2 (x1 + 0)

bm
, m = 1, 2, . . . , 9, (3)

с разделенными граничными условиями вида

y
(m1)
1 (0) = y

(m2)
1 (0) = · · · = y

(m9)
1 (0) = y

(n1)
2 (π) = 0, (4)

m1 < m2 < · · · < m9; mp, n1 ∈ {0, 1, 2, . . . , 9}, p = 1, 2, . . . , 9.

Дифференциальные уравнения (1), (2) можно записать в виде одного уравнения
y
(10)
1 (x) + q(x)y(x) = λρ(x)y(x) , 0 6 x 6 π , где

y(x) =

[
y1(x), 0 6 x < x1

y2(x), x1 < x 6 π;
q(x) =

[
q1(x), 0 6 x < x1

q2(x), x1 < x 6 π;
ρ(x) =

[
a10, a > 0, 0 6 x < x1

b10, b > 0, x1 < x 6 π.

При этом число λ называется спектральным параметром, функция q(x) называется
потенциалом, функция ρ(x) – весовая функция. Мы предполагаем, что выполнены
следующие условия гладкости потенциала q(x) :

q1(x) ∈ C9[0;x1); q2(x) ∈ C9(x1; π];

∃ lim
x→x1−0

q1(x) = q1(x1) ̸= ∞; ∃ lim
x→x1+0

q2(x) = q2(x1) ̸= ∞.
(5)

Краевые задачи вида (1)–(3) в случае дифференциальных уравнений второго и чет-
вертого порядка описывают продольные и поперечные колебания стержней и балок,
составленных из материалов различной плотности. Изучение дифференциальных опе-
раторов порядка выше четвертого является актуальной задачей настоящего времени
ввиду сложностей теоретического исследования. Это также важно для развития тео-
рии дифференциальных уравнений с негладкими коэффициентами.

Асимптотика спектра дифференциальных операторов с гладкими коэффициентами
изучена в работах [1–4]. Дифференциальные операторы с кусочно-гладкими коэффи-
циентами исследовались в работах [5–9]. Случай суммируемых коэффициентов начал
изучаться недавно и продемонстрирован в работах [10–15]. Во всех этих работах весо-
вая функция была постоянной (чаще всего равной единице). Дифференциальные опе-
раторы второго порядка с кусочно-постоянными весовыми функциями исследовались
в работах [16–18]. Операторы порядка выше второго с кусочно-постоянными весовы-
ми функциями ранее фактически не исследовались ввиду сложностей теоретического
характера. Новизна данной работы заключается в том, что продемонстрирован метод
доказательства дискретности спектра исследуемой краевой задачи (порядок которой
больше второго). Исследование операторов с кусочно-гладкими весовыми функциями
на данный момент не представляется возможным из-за сложности практического ха-
рактера.

§ 1. Асимптотика решений дифференциальных уравнений (1) и (2) при
больших значениях спектрального параметра λ . Введем следующие обозначе-
ния: λ = s10 , s = 10

√
λ , при этом 10

√
1 = +1 . Пусть wk (k = 1, 2, . . . , 10) – различные
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корни десятой степени из единицы

w10
k = 1, wk = e

2πi
10

(k−1) (k = 1, 2, . . . , 10); w1 = 1;

w2 = e
2πi
10 = cos

(
2π

10

)
+ i sin

(
2π

10

)
= z ̸= 0;

w3 = e
4πi
10 = cos

(
4π

10

)
+ i sin

(
4π

10

)
= z2;

w4 = z3; . . . ;wm = zm−1 (m = 1, 2, . . . , 10); wm+10 = wm.

(6)

Числа wk (k = 1, 2, . . . , 10) из (6) делят единичную окружность на десять равных
частей, при этом они удовлетворяют следующим соотношениям:

10∑
k=1

wm
k = 0, m = 1, 2, . . . , 9;

10∑
k=1

wm
k = 10, m = 0, m = 10. (7)

Методами монографии [19, гл. 2] доказывается следующее утверждение.

Теорема 1. Общее решение дифференциального уравнения (1) при условии гладко-
сти (5) имеет следующий вид:

y1(x, s) =
10∑
k=1

C1ky1k(x, s);
y
(m)
1 (x, s)

(as)m
=

10∑
k=1

C1k
y
(m)
1k (x, s)

(as)m
, m = 1, 2, . . . , 9, (8)

где C1k (k = 1, 2, . . . , 10) – произвольные постоянные, при этом справедливы асимп-
тотические формулы и оценки

y1k(x, s) = eawksx

[
1 +

A9,k(x)

s9
+

A0
10,k(x)

s10
+O

(
e|Ims|ax

s11

)]
, (9)

k = 1, 2, . . . , 10,

y
(m)
1k (x, s)

(as)m
= wm

k e
awksx

[
1 +

A9,k(x)

s9
+

Am
10,k(x)

s10
+O

(
e|Ims|ax

s11

)]
, (10)

k = 1, 2, . . . , 10; m = 1, 2, . . . , 9.

При этом для коэффициентов разложений (9), (10) справедливы следующие фор-
мулы:

A9,k(x) = − wk

10a9

∫ x

0

q1(t)dt; A9,k(0) = 0, k = 1, 2, . . . , 10; (11)

A0
10,k(x) =

9q1(x)− 9q1(0)

20a10
; A1

10,k(x) =
7q1(x)− 9q1(0)

20a10
; . . . ;

Am
10,k(x) =

(9− 2m)q1(x)− 9q1(0)

20a10
, m = 1, 2, . . . , 9; (12)

A8
10,k(x) =

−7q1(x)− 9q1(0)

20a10
; A9

10,k(x) =
−9q1(x)− 9q1(0)

20a10
;

k = 1, 2, . . . 10; m = 1, 2, . . . , 9.
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При этом выполняются следующие начальные условия и свойства:

A0
10,k(0) = 0; A1

10,k(0) =
−2q1(0)

20a10
; . . . ; Am

10,k(0) =
(−2m)q1(0)

20a10
; . . . ; A8

10,k(0) =
(−16)q1(0)

20a10
;

A9
10,k(0) =

(−18)q1(0)

20a10
; k = 1, 2, . . . , 10; m = 1, 2, . . . , 9; (13)

A0
10,k(x) + A1

10,k(x) + · · ·+ A8
10,k(x) + A9

10,k(x) =
−90

20a10
; (14)

9∑
m=0

Am
10,k(0) =

9∑
m=0

Am
10,k(x) =

−90

20a10
, k = 1, 2, . . . , 10, (15)

то есть эти суммы не зависят от k .
Аналогичным образом устанавливаются следующие утверждения и свойства.

Теорема 2. Общее решение дифференциального уравнения (2) при условии гладко-
сти (5) потенциала q(x) имеет следующий вид:

y2(x, s) =
10∑
k=1

C2ky2k(x, s);
y
(m)
2 (x, s)

(bs)m
=

10∑
k=1

C2k
y
(m)
2k (x, s)

(bs)m
, m = 1, 2, . . . , 9, (16)

где C2k (k = 1, 2, . . . , 10) – произвольные постоянные, причем для фундаментальной
системы решений {y2k(x, s)}10k=1 справедливы асимптотические формулы и оценки:

y2k(x, s) = ebwksx

[
1 +

B9,k(x)

s9
+

B0
10,k(x)

s10
+O

(
e|Ims|bx

s11

)]
, k = 1, 2, . . . , 10, (17)

y
(m)
2k (x, s)

(bs)m
= wm

k e
bwksx

[
1 +

B9,k(x)

s9
+

Bm
10,k(x)

s10
+O

(
e|Ims|bx

s11

)]
,

k = 1, 2, . . . , 10, m = 1, 2, . . . , 9; (18)

B9,k(x) = − wk

10b9

∫ x

x1

q2(t)dt; B9,k(0) = 0; (19)

B0
10,k(x) =

9q2(x)− 9q2(x1)

20b9
; B1

10,k(x) =
7q2(x)− 9q2(x1)

20b9
; . . . ;

Bm
10,k(x) =

(9− 2m)q2(x)− 9q2(x1)

20b9
, k = 1, 2, . . . , 10; m = 0, 1, 2, . . . , 9; . . . ; (20)

B8
10,k(x) =

−7q2(x)− 9q2(x1)

20b9
; B9

10,k(x) =
−9q2(x)− 9q2(x1)

20b9
;

B0
10,k(x1) = 0; B1

10,k(x1) =
−2q2(x1)

20b9
; . . . ;Bm

10,k(x1) =
(−2m)q2(x1)

20b9
; . . . ; (21)

B8
10,k(x1) =

−16q2(x1)

20b9
; B9

10,k(x1) =
−18q2(x1)

20b9
; k = 1, 2, . . . , 10; m = 0, 1, 2, . . . , 9;

9∑
m=0

Bm
10,k(x) =

9∑
m=0

Bm
10,k(x1) =

−90

20b9
, k = 1, 2, . . . , 10, (22)

то есть эти суммы не зависят от переменной k .
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§ 2. Изучение условий «сопряжения» (3). Из условий «сопряжения» (3) и фор-
мул (8), (16) имеем:



y2(x1 + 0; s)
(3)
= y1(x1 − 0; s) ⇔

⇔
10∑
k=1

C2ky2k(x, s)

∣∣∣∣
x=x1+0

=
10∑
k=1

C1ky1k(x, s)

∣∣∣∣
x=x1−0

;

y
(m)
2 (x1 + 0; s)

(bs)m
(3)
=

y
(m)
1 (x1 − 0; s)

(as)m
⇔

⇔
10∑
k=1

C2k
y
(m)
2k (x1 + 0; s)

(bs)m
=

10∑
k=1

C1k
y
(m)
1k (x1 − 0; s)

(as)m
, m = 1, 2, . . . , 9.

(23)

Система (23) представляет собой систему из десяти линейных однородных уравне-
ний с десятью неизвестными C21, C22, . . . , C2,10 , переменные C11, C12, . . . , C1,10 являются
при этом параметрами. Определителем этой системы является определитель Вронско-
го функций y21(x, s), y22(x, s), . . . , y2,10(x, s) , который не зависит от x и не равен нулю
ни в одной точке отрезка [0;π] . Применим теорему Крамера: решение системы (23)
единственно и находится по следующим формулам:

C21 =
∆1

∆20(x, s) ̸= 0
; C22 =

∆2

∆20(x, s)
; . . . ; C2,10 =

∆10

∆20(x, s)
, (24)

где

∆20(x, s) = ∆20(x1, s) = ∆20(s) = detWr[y21(x, s); y22(x, s); . . . ; y2,10(x, s)] =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x, s) y22(x, s) . . . y2,9(x, s) y2,10(x, s)

y′21(x, s)

bs

y′22(x, s)

bs
. . .

y′2,9(x, s)

bs

y′2,10(x, s)

bs
y′′21(x, s)

(bs)2
y′′22(x, s)

(bs)2
. . .

y′′2,9(x, s)

(bs)2
y′′2,10(x, s)

(bs)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(9)
21 (x, s)

(bs)9
y
(9)
22 (x, s)

(bs)9
. . .

y
(9)
2,9(x, s)

(bs)9
y
(9)
2,10(x, s)

(bs)9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x1+0

̸= 0, (25)

определители ∆m (m = 1, 2, . . . , 10) формулы (24) получаются из определителя
∆20(x, s) формулы (25) заменой m -го столбца на столбец

(
10∑
k=1

C1ky1k(x, s);
10∑
k=1

C1k
y′1k(x, s)

as
; . . . ;

10∑
k=1

C1k
y
(9)
1k (x, s)

(as)9

)∗

x=x1−0

. (26)
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Например, имеем

∆1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[
10∑
k=1

C1ky1k(x, s)

]
x1−0

y22(x, s) . . . y2,10(x, s)[
10∑
k=1

C1k
y′1k(x, s)

as

]
x1−0

y′22(x, s)

bs
. . .

y′2,10(x, s)

bs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[
10∑
k=1

C1k
y
(9)
1k (x, s)

(as)9

]
x1−0

y
(9)
22 (x, s)

(bs)9
. . .

y
(9)
2,10(x, s)

(bs)9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x1+0

, (27)

∆2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x, s)

[
10∑
k=1

C1ky1k(x, s)

]
x1−0

y23(x, s) . . . y2,10(x, s)

y′21(x, s)

bs

[
10∑
k=1

C1k
y′1k(x, s)

as

]
x1−0

y′23(x, s)

bs
. . .

y′2,10(x, s)

bs

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(9)
21 (x, s)

(bs)9

[
10∑
k=1

C1k
y
(9)
1k (x, s)

(as)9

]
x1−0

y
(9)
23 (x, s)

(bs)9
. . .

y
(9)
2,10(x, s)

(bs)9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x1+0

. (28)

Раскладывая определитель ∆1 из (27) по первому столбцу, получаем

∆1 = C11∆11 + C12∆12 + · · ·+ C1,10∆1,10, (29)

∆1k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1k(x, s) y22(x, s) y23(x, s) . . . y2,10(x, s)

y′1k(x, s)

as

y′22(x, s)

bs

y′23(x, s)

bs
. . .

y′2,10(x, s)

bs
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(9)
1k (x, s)

(as)9
y
(9)
22 (x, s)

(bs)9
y
(9)
23 (x, s)

(bs)9
. . .

y
(9)
2,10(x, s)

(bs)9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x1±0

, k = 1, 2, . . . , 10. (30)

Раскладывая определитель ∆2 из (28) на сумму определителей по второму столбцу,
находим

∆2 = C11∆21 + C12∆22 + · · ·+ C1,10∆2,10, (31)

∆1k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y21(x, s) y1k(x, s) y23(x, s) . . . y2,10(x, s)

y′21(x, s)

bs

y′1k(x, s)

as

y′23(x, s)

bs
. . .

y′2,10(x, s)

bs
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(9)
21 (x, s)

(bs)9
y
(9)
1k (x, s)

(as)9
y
(9)
23 (x, s)

(bs)9
. . .

y
(9)
2,10(x, s)

(bs)9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x=x1±0

, k = 1, 2, . . . , 10. (32)

Аналогичным способом выводятся формулы

∆3 = C11∆31 + C12∆32 + · · ·+ C1,10∆3,10; . . . ;

∆m = C11∆m1 + C12∆m2 + · · ·+ C1,10∆m,10, m = 1, 2, . . . , 10; . . . ; (33)
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∆10 = C11∆10,1 + C12∆10,2 + · · ·+ C1,10∆10,10,

при этом определитель ∆mn (m,n = 1, 2, . . . , 10) в силу формулы (26) получается из
определителя ∆20(x, s) из (25) заменой m -го столбца на столбец(

y1n(x, s);
y′1n(x, s)

as
;
y′′1n(x, s)

(as)2
. . . ;

y
(9)
1n (x, s)

(as)9

)∗

x=x1−0

.

Обозначим через ∆00 определитель Вандермонда чисел w1, w2, . . . , w10 из (6), (7):

∆00 = detWand′s (w1, w2, . . . , w10) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1 1

w1 w2 . . . w9 w10

w2
1 w2

2 . . . w2
9 w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1 w9

2 . . . w9
9 w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
k>m;

k,m=1,2,...,10

(wk − wm) ̸= 0.

(34)

Пусть матрица (νmn) – матрица алгебраических миноров к элементам ∆00mn опре-
делителя ∆00 из (34). Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Матрица алгебраических миноров (νmn) имеет следующий вид:

(νmn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ν11 ν12 ν13 . . . ν1,9 ν1,10
ν21 ν22 ν23 . . . ν2,9 ν2,10
ν31 ν32 ν33 . . . ν3,9 ν3,10
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ν9,1 ν9,2 ν9,3 . . . ν9,9 ν9,10
ν10,1 ν10,2 ν10,3 . . . ν10,9 ν10,10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=
∆00

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −1 1 −1 . . . 1 −1

−w−1
1 w−1

2 −w−1
3 w−1

4 . . . −w−1
9 w−1

10

w−2
1 −w−2

2 w−2
3 −w−2

4 . . . w−2
9 −w−2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w−8
1 −w−8

2 w−8
3 −w−8

4 . . . w−8
9 −w−8

10

−w−9
1 w−9

2 −w−9
3 w−9

4 . . . −w−9
9 w−9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (35)

Для проверки справедливости формул (35) теоремы 3 достаточно разложить опре-
делитель ∆00 из (34) по строчкам и по столбцам и получить верные равенства (хотя
есть и строгое доказательство теоремы 3).

Для вычисления в явном виде определителей ∆1k (k = 1, 2, . . . , 10) формул (30) и
(29) воспользуемся асимптотическими формулами (9), (10) и (17), (18):

∆1k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

eak
[
1 +

A9,k

s9
+

A0
10,k

s10
+ . . .

]
eb2
[
1 +

B9,2

s9
+

B0
10,2

s10
+ . . .

]
. . . u1,10

wke
ak

[
1 +

A9,k

s9
+

A1
10,k

s10
+ . . .

]
w2e

b2

[
1 +

B9,2

s9
+

B1
10,2

s10
+ . . .

]
. . . u2,10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
ke

ak

[
1 +

A9,k

s9
+

A9
10,k

s10
+ . . .

]
w9

2e
b2

[
1 +

B9,2

s9
+

B9
10,2

s10
+ . . .

]
. . . u10,10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (36)
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где введены обозначения eak = eawkx1 , ebm = ebwmx1 , все функции берутся в точ-
ке x1 (то есть при x = x1 ± 0 ), «+ . . . »=«+O( 1

s11
) », k = 1, 2, . . . , 10 , un,10 =

wn−1
10 ebw10sx1

[
1 + B9,10

s9
+

B9
10,10

s10
+O

(
e|Ims|bx

s11

)]
, n = 1, 2, . . . , 10 , при этом в силу формул

(19) B9,k(x1) = 0 .
Из первого столбца определителя ∆1k (k = 1, 2, . . . , 10) из (36) вынесем множитель

eawksx1 , из второго – множитель bw2sx1 , . . . , из десятого столбца – множитель ebw10sx1 ,
воспользуемся формулой w1+w2+w3+· · ·+w10

(7)
= 0 , затем получившийся определитель

разложим по столбцам на сумму определителей, в результате получим

∆1k(x1, s) = eawksx1ebw1sx1

[
∆1k0+

1

s9
∆1k0

(
A9,k(x1)+

10∑
m=2

B9,m(x1)

)
+
H1k(x1)

s10
+O

(
1

s11

)]
, (37)

k = 1, 2, . . . , 10,

при этом
∑10

m=1B9,m(x1)
(19)
= 0 ,

∆1k0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

wk w2 w3 . . . w10

w2
k w2

2 w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . .

w9
k w9

2 w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(34)
=

[
∆00, k = 1;

0, k = 2, 3, . . . , 10,
(38)

H1k = H1k,1 +H1k,2 +H1k,3 + · · ·+H1k,10, k = 1, 2, . . . , 10, (39)

H1k,1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A0
10,k(x1) 1 1 . . . 1

wkA
1
10,k(x1) w2 w3 . . . w10

w2
kA

2
10,k(x1) w2

2 w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
kA

9
10,k(x1) w9

2 w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
;H1k,2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 B0
10,k(x1) 1 . . . 1

wk w2B
1
10,k(x1) w3 . . . w10

w2
k w2

2B
2
10,k(x1) w2

3 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
k w9

2B
9
10,k(x1) w9

3 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(40)

определители H1k,m получаются из определителя ∆00из(34) заменой первого столбца на
столбец(1;wk;w

2
k; . . . ;w

9
k)

∗ , и заменой m -го столбца на столбец (B0
10,m(x1);wmB

1
10,m(x1) ;

w2
mB

2
10,m(x1); . . . ;w

9
mB

9
10,m(x1))

∗ , k = 1, 2, . . . , 10 , m = 2, 3, 4, . . . , 10 .
Аналогичным образом выводятся формулы для вычисления определителей

∆2k (k = 1, 2, . . . , 10) из (31), (32):

∆2k(x1, s) = eawksx1e−bw2sx1

[
∆2k0 +

1

s9
∆2k0

(
A9,k(x1) +B9,1(x1) +

10∑
m=2

B9,1(x1)+

+
10∑

m=2

B9,m(x1)

)
+

H2k

s10
+O

(
1

s11

)]
, k = 1, 2, . . . 10, (41)

∆1k0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

w1 wk w3 . . . w10

w2
1 w2

k w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1 w9

k w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(34)
=

[
∆00, k = 2;

0, k = 1, 3, . . . , 10,
(42)
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H2k = H2k,1 +H2k,2 +H2k,3 + · · ·+H2k,10, k = 1, 2, . . . , 10, (43)

H2k,1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B0
10,k(x1) 1 1 . . . 1

w1B
1
10,k(x1) wk w3 . . . w10

w2
1B

2
10,k(x1) w2

k w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1B

9
10,k(x1) w9

k w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; H2k,2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 A0
10,k(x1) 1 . . . 1

w1 wkA
1
10,k(x1) w3 . . . w10

w2
1 w2

kA
2
10,k(x1) w2

3 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1 w9

kA
9
10,k(x1) w9

3 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

(44)

определителиH2k,mполучаются из определителя ∆00 из(34)заменой второго столбца на
столбец (1;wk;w

2
k; . . . ;w

9
k)

∗ , и заменой m -го столбца на столбец (B0
10,m(x1);wmB

1
10,m(x1) ;

w2
mB

2
10,m(x1); . . . ;w

9
mB

9
10,m(x1))

∗ , k = 1, 2, . . . , 10 , m = 1, 3, 4, . . . , 10 .
Аналогичным образом устанавливаются формулы

∆33 = eaw3sx1e−bw3sx1∆00

[
1 +

A9,3(x1)

s9
+

H33

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
, (45)

∆3k = eawksx1e−bw3sx1∆00

[
0 +

0

s9
+

H3k

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
, k ̸= 3; . . . ; (46)

∆mm = eawmsx1e−bwmsx1∆00

[
1 +

A9,k(x1)

s9
+

Hmm

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
, m = 1, 2, . . . 10, (47)

∆mk = eawksx1e−bwmsx1∆00

[
0 +

0

s9
+

Hmk

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
, m, k = 1, 2, . . . , 10, m ̸= k; . . . ;

(48)

∆10,10 = eaw10sx1e−bw10sx1∆00

[
1 +

A9,10(x1)

s9
+

H10,10

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
, (49)

∆10,k = eawksx1e−bw10sx1∆00

[
0 +

0

s9
+

H10,k

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
, m = 1, 2, . . . , 10, (50)

при этом определители Hmk (m, k = 1, 2, . . . , 10) формул (45)–(50) находятся следую-
щим образом:

Hmk = Hmk,1 +Hmk,2 +Hmk,3 + · · ·+Hmk,10, (51)

определители Hmkm(x1) получаются из определителя ∆00 из (34) заменой m -го
столбца на столбец (A0

10,k(x1);wkA
1
10,k(x1);w

2
kB

2
10,k(x1); . . . ;w

9
kA

9
10,k(x1))

∗ , определители
Hmkp (m, k, p = 1, 2, . . . , 10; p ̸= m) получаются из определителя ∆00 из (34) заме-
ной m -го столбца на столбец (1;wk;w

2
k; . . . ;w

9
k)

∗ , и заменой p -го столбца на столбец
B0

10,m(x1);wmB
1
10,m(x1);w

2
mB

2
10,m(x1) . . . ;w

9
mB

9
10,m(x1))

∗ .

§ 3. Изучение граничных условий (4). Подставляя в первые девять из гранич-
ных условий (4) формулы (9), (10), получаем

y
(mp)
1 (0, s)

(4)
= 0 (p = 1, 2, . . . , 9) ⇔

10∑
k=1

C1k
y
(mp)
1k (0, s)

(as)mp
= 0, p = 1, 2, . . . , 9. (52)
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Из последнего из граничных условий (4) с применением формул (17), (18), (24) на-
ходим

y
(m1)
2 (π, s)

(4)
= 0 ⇔

10∑
k=1

C2k
y
(m1)
2k (π, s)

(bs)n1
= 0 ⇔

⇔ ∆1

∆20(s) ̸= 0

y
(n1)
21 (π, s)

(bs)n1
+

∆2

∆20(s)

y
(n1)
22 (π, s)

(bs)n1
+ · · ·+ ∆10

∆20(s)

y
(n1)
2,10 (π, s)

(bs)n1
= 0.

Подставляя в это уравнение формулы (29)–(33), получаем

10∑
k=1

C1k∆1k
y
(n1)
21 (π, s)

(bs)n1
+

10∑
k=1

C1k∆2k
y
(n1)
22 (π, s)

(bs)n1
+ · · ·+

+
10∑
k=1

C1k∆10,k

y
(n1)
2,10 (π, s)

(bs)n1
= 0 ⇔

10∑
k=1

C1kb10,k = 0, (53)

b10,k = ∆1k
y
(n1)
21 (π, s)

(bs)n1
+∆2k

y
(n1)
22 (π, s)

(bs)n1
+ · · ·+∆10,k

y
(n1)
2,10 (π, s)

(bs)n1
, k = 1, 2, . . . , 10. (54)

Система (52)–(54) представляет собой однородную систему из десяти линейных урав-
нений с десятью неизвестными C11, C12, . . . , C1,10 . Из метода Крамера следует, что такая
система имеет ненулевые решения только в том случае, когда ее определитель равен
нулю. Поэтому справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора
(1)–(5) имеет следующий вид:

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y
(m1)
11 (0, s)

(as)m1

y
(m1)
12 (0, s)

(as)m1
. . .

y
(m1)
1,9 (0, s)

(as)m1

y
(m1)
1,10 (0, s)

(as)m1

y
(m2)
11 (0, s)

(as)m2

y
(m2)
12 (0, s)

(as)m2
. . .

y
(m2)
1,9 (0, s)

(as)m2

y
(m2)
1,10 (0, s)

(as)m2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y
(m9)
11 (0, s)

(as)m9

y
(m9)
12 (0, s)

(as)m9
. . .

y
(m9)
1,9 (0, s)

(as)m9

y
(m9)
1,10 (0, s)

(as)m9

b10,1 b10,2 . . . b10,9 b10,10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0, (55)

где элементы b10,k (k = 1, 2, . . . , 10) определены формулой (54).

Из формул (9)–(12) следует, что y
(mp)

1k (0,s)

(as)mp = w
mp

k

[
1 +

A
mp
10,k(0)

s10
+O

(
1
s11

)]
,

k = 1, 2, . . . , 10 , p = 1, 2, . . . , 9 , а из формул (13)–(15) следует, что A
mp

10,k(0) =

A
mp

10,1(0) = (−2mp)q1(0)

20a10
(не зависит от k ), поэтому из первой строчки определителя

f(s) из (55) вынесем множитель
[
1 +

A
m1
10,1(0)

s10
+O( 1

s11
)
]

̸= 0 , из второй строчки вы-

несем множитель
[
1 +

A
m2
10,1(0)

s10
+O( 1

s11
)
]
̸= 0 , из девятой строчки вынесем множитель
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[
1 +

A
mp
10,1(0)

s10
+O( 1

s11
)
]
̸= 0 , в результате чего уравнение (55) можно переписать в следу-

ющем виде:

f(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

wm1
1 wm1

2 . . . wm1
9 wm1

10

wm2
1 wm2

2 . . . wm2
9 wm2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

wm9
1 wm9

2 . . . wm9
9 wm9

10

b10,1 b10,2 . . . b10,9 b10,10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (56)

Раскладывая определитель f(s) из (56) по последней строчке, имеем

f(s) = (−1){b10,1D10,1 − b10,2D10,2 + b10,3D10,3 − · · ·+ b10,9D10,9 − b10,10D10,10} = 0, (57)

где D10,k (k = 1, 2, . . . , 10) – алгебраические миноры к элементам b10,k (k = 1, 2, . . . , 10) ,
которые находятся по формуле (54).

Для определителя D10,10 имеем

D10,10 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
wm1

1 wm1
2 . . . wm1

9

wm2
1 wm2

2 . . . wm2
9

. . . . . . . . . . . . . . .

wm9
1 wm9

2 . . . wm9
9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1m1 zm1 z2m1 . . . z8m1

1m2 zm2 z2m2 . . . z8m2

1m3 zm3 z2m3 . . . z8m3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1m9 zm9 z2m9 . . . z8m9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= detWand′s(zm1 , zm2 , . . . , zm9) =
∏
k>p;

k,p=1,2,...,9

(zmk − zmp) = D0 ̸= 0. (58)

Для определителя D10,1 с помощью свойств определителя выводим:

D10,1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
wm1

2 wm1
3 . . . wm1

9 wm1
10

wm2
2 wm2

3 . . . wm2
9 wm2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

wm9
2 wm9

3 . . . wm9
9 wm9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

zm1 z2m1 . . . z8m1 z9m1

zm2 z2m2 . . . z8m2 z9m2

zm3 z2m3 . . . z8m3 z9m3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

zm9 z2m9 . . . z8m9 z9m9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(58)
=

= zm1zm2(. . . )zm9D0 = zM9D0 ̸= 0; M =
9∑

k=1

mk. (59)

Аналогичным способом находим

D10,2 = z2M9D0; D10,3 = z3M9D0; . . . ;D10,k = zkM9D0, k = 1, 2, . . . , 10; . . . ;

D10,9 = z9M9D0; D10,10 = z10M9D0.
(60)

Подставляя формулы (58)–(60) в уравнение (57), получаем

f(s) = b10,1z
M9D0 − b10,2z

2M9D0 + b10,3z
3M9D0 − · · ·+ b10,9z

9M9D0 − b10,10z
10M9D0 = 0,

откуда, поделив на zM9D0 ̸= 0 , имеем

f(s) = b10,1 − b10,2z
M9 + b10,3z

2M9 − · · ·+ b10,9z
8M9 − b10,10z

9M9 = 0. (61)
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Применяя формулы (54), перепишем (61) в виде

f(s) =
10∑
k=1

∆k,1
y
(n1)
2k (π, s)

(bs)n1
− zM9

10∑
k=1

∆k,2
y
(n1)
2k (π, s)

(bs)n1
+ · · ·+

+z8M9

10∑
k=1

∆k,9
y
(n1)
2k (π, s)

(bs)n1
− z9M9

10∑
k=1

∆k,10
y
(n1)
2k (π, s)

(bs)n1
= 0,

откуда, перегруппировывая слагаемые, получаем

f(s) =
y
(n1)
21 (π, s)

(bs)n1

10∑
k=1

(−1)k−1z(k−1)M9∆1k +
y
(n1)
22 (π, s)

(bs)n1

10∑
k=1

(−1)k−1z(k−1)M9∆2k + · · ·+

+
y
(n1)
2,10 (π, s)

(bs)n1

10∑
k=1

(−1)k−1z(k−1)M9∆10,k = 0, (62)

причем среди определителей ∆mk (m, k = 1, 2, . . . , 10) в силу формул (37)–(51) основ-
ными по росту s являются определители ∆nn (n = 1, 2, . . . , 10) .

Используя формулы (17), (18) и (37)–(51), уравнение (62) можно выписать более
подробно

f(s) = f1(s) + f2(s) + · · ·+ f10(s) = 0, (63)

f1(s) = wm
1 e

bw1sπ

[
1 +

B9,1(π)

s9
+

Bn1
10,1(π)

s10
+O

(
1

s11

)]
×

×
{
eaw1sx1e−bw1sx1

[
1 +

A9,1(π)

s9
+

H11

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−

−zM9eaw2sx1e−bw1sx1

[
0 +

0

s9
+

H12

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
+

+z2M9eaw3sx1e−bw1sx1

[
0 +

0

s9
+

H13

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
− . . .

}
, (64)

f2(s) = wn1
2 ebw2sπ

[
1 +

B9,2(π)

s9
+

Bn1
10,2(π)

s10
+O

(
1

s11

)]
×

×
{
eaw1sx1e−bw2sx1

[
0 +

0

s9
+

H21

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−

−zM9eaw2sx1e−bw2sx1

[
1 +

A9,2(π)

s9
+

H22

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
+

+z2M9eaw3sx1e−bw2sx1

[
0 +

0

s9
+

H23

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
− . . .

}
, (65)

f3(s) = wn1
3 ebw3sπ

[
1 +

B9,3(π)

s9
+

Bn1
10,3(π)

s10
+O

(
1

s11

)]
×

×
{
eaw1sx1e−bw3sx1

[
0 +

0

s9
+

H31

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−
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−zM9eaw2sx1e−bw3sx1

[
0 +

0

s9
+

H32

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
+

+z2M9eaw3sx1e−bw3sx1

[
1 +

A9,3(π)

s9
+

H33

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
− . . .

}
,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

f10(s) = wn1
10 e

bw10sπ

[
1 +

B9,10(π)

s9
+

Bn1
10,10(π)

s10
+O

(
1

s11

)]
×

×
{
eaw1sx1e−bw10sx1

[
0 +

0

s9
+

H10,1

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−

−zM9eaw2sx1e−bw10sx1

[
0 +

0

s9
+

H10,2

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
+

+z2M9eaw3sx1e−bw10sx1

[
0 +

0

s9
+

H10,3

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
− · · ·+

+z8M9eaw9sx1e−bw10sx1

[
0 +

0

s9
+

H10,9

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−

−z9M9eaw10sx1e−bw10sx1

[
1 +

A9,10(π)

s9
+

H10,10

∆00s10
+O

(
1

s11

)]}
. (66)

Уравнение (63), перегруппировывая слагаемые в порядка их роста по переменной
s , можно записать в виде:

f(s) = f0(s) +
f̃9(s)

s9
+

f̃10(s)

s10
+O

(
1

s11

)
= 0, (67)

причем основным приближением уравнений (63) и (67) является

f0(s) = wn1
1 eaw1sx1eb(π−x1)w1s − wn1

2 zM9eaw2sx1eb(π−x1)w2s+

+wn1
3 z2M9eaw3sx1eb(π−x1)w3s − . . .− wn1

10 z
9M9eaw10sx1eb(π−x1)w10s = 0. (68)

Последнее соотношение в обозначениях A = ax1 , B = b(π − x1) принимает вид

f0(s) = wn1
1 eAw1seBw1s − wn1

2 zM9eAw2seBw2s + wn1
3 z2M9eAw3seBw3s − . . .−

−wn1
10 z

9M9eAw10seBw10s = 0. (69)

Для нахождения корней уравнения (67)–(69) необходимо изучить индикаторную
диаграмму (см. [20, гл. 12]), то есть выпуклую оболочку множества показателей экспо-
нент, входящих в это утверждение. Следовательно, индикаторная диаграмма (см. [20,
гл. 12]) уравнений (63)–(66), (67) и (68), (69) имеет следующий вид:
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(70)

При этом на отрезке [(A+B)wk; (A+B)wk+1] (k = 1, 2, . . . , 10) (эти точки являются
показателями экспонент, входящих в основное приближение f0(s) = 0 из (69)) нахо-
дятся также точки Awk + Bwk+1 и Awk+1 + Bwk (k = 1, 2, . . . , 10) , которые являются
показателями экспонент, находящихся в уравнении (63)–(68) при 1

s9
и при 1

s10
.

Из [20, гл. 12] следует, что корни уравнения (63)–(68) находятся в секторах беско-
нечно малого раствора, биссектриса которых является серединным перпендикуляром к
отрезкам [(A+B)wk; (A+B)wk+1] (k = 1, 2, . . . , 10) .

§ 4. Асимптотика собственных значений в секторе 1). Из вида индикаторной
диаграммы следует, что для нахождения корней уравнения (63)–(68) в секторе 1) надо
отбросить бесконечно малые величины и оставить только экспоненты с показателями
(A + B)w1 , (A + B)w2 , Aw1 + Bw2 и Aw2 + Bw1 . Поэтому справедливо следующее
утверждение.

Теорема 5. Уравнение на собственные значения дифференциального оператора
(1)–(5) в секторе индикаторной диаграммы (70) имеет следующий вид:

g1(s) = wn1
1 eAw1seBw1s

[
1 +

B9,1(π)

s9
+

Bn1
10,1(π)

s10
+O

(
1

s11

)][
1 +

A9,1(x1)

s9
+

H11

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−

−wn1
2 zM9eAw2seBw2s

[
1 +

B9,2(π)

s9
+

Bn1
10,2(π)

s10
+O

(
1

s11

)][
1 +

A9,2(π)

s9
+

H22

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
−

−wn1
1 zM9eAw2seBw1s

[
1 +

B9,1(π)

s9
+O

(
1

s10

)][
0 +

0

s9
+

H12

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
+

+wn1
2 eAw1seBw2s

[
1 +

B9,2(π)

s9
+O

(
1

s10

)][
0 +

0

s9
+

H21

∆00s10
+O

(
1

s11

)]
= 0. (71)

Поделив в уравнении (71) на wn1
1 eAw2seBw2s ̸= 0 , приведем его к виду

g1(s) = [e(A+B)(w1−w2)s

[
1 +

R1

s9
+

R2

s10
+O

(
1

s11

)]
− wn1

2

wn1
1

zM9

[
1 +

R3

s9
+

R4

s10
+O

(
1

s11

)]
+
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+
1

∆10s10

[
wn1

2

wn1
1

H21e
(A+B)(w1−w2)s − zM9H12e

B(w1−w2)s

]
+O

(
1

s11

)
= 0. (72)

при этом wn1
2

(6)
= zn1 , wn1

1

(6)
= 1 , w

n1
2

w
n1
1

= zn1 ,

R1 = A9,1(x1) + B9,2(π), R2 = Bn1
10,1(π) +

H11(x1)

∆00

,

R3 = A9,2(x1) + B9,2(π), R4 = Bn1
10,2(π) +

H22(x1)

∆00

.

(73)

Упорядочивая в уравнении (72), (73) величины по росту s , получаем

g1(s) = [e(A+B)(w1−w2)s − zn1zM9 ]+

+
1

s9
[R1e

(A+B)(w1−w2)s −R3z
n1zM9 ]+

+
1

s10
[R2e

(A+B)(w1−w2)s −R4z
n1zM15 ]+

+
1

∆00s10
[H21z

n1e(A+B)(w1−w2)s −H12z
M9eB(w1−w2)s] +O

(
1

s11

)
= 0. (74)

Основное приближение уравнения (74) имеет вид

e(A+B)(w1−w2)s = zn1zM9 = e2πike
2πi
10

n1e
2πi
10

M9 ⇔ (A+B)(w1 − w2)s =

= 2πik +
2πi

10
n1 +

2πi

10
M9 ⇔ sk,1,осн =

2πik̃

(A+B)(w1 − w2)
,

k̃ = k +
n1

10
+

M9

10
, k ∈ N, M9 =

9∑
k=1

mk.

Поэтому справедливо следующее утверждение (см. [1, 2, 4]).

Теорема 6. Асимптотика собственных значений дифференциального оператора
(1)–(5) в секторе 1) индикаторной диаграммы (70) имеет следующий вид:

sk,1 =
2πi

(A+B)(w1 − w2)

[
k̃ +

d9,k,1

k̃9
+

d10,k,1

k̃10
+O

(
1

k̃11

)]
, k ∈ N. (75)

Для доказательства теоремы 6 необходимо показать, что коэффициенты d9,k,1 и
d10,k,1 асимптотического разложения (75) находятся в явном виде.

Из формул Маклорена выводим

e(A+B)(w1−w2)s
∣∣
sk,1

(75)
=

= exp

[
(A+B)(w1 − w2)

2πi

(A+B)(w1 − w2)

(
k̃ +

d9,k,1

k̃9
+

d10,k,1

k̃10
+O

(
1

k̃11

))]
=

= exp

[
2πik̃ + 2πi

(
d9,k,1

k̃9
+ . . .

)]
= zn1zM9

[
1 +

2πid9,k,1

k̃9
+

2πid10,k,1

k̃10
+O

(
1

k̃11

)]
, (76)



ОБ ИЗУЧЕНИИ СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 89

1

sm
∣∣
sk,1

(75)
=

(A+B)m(w1 − w2)
m

2mπmim
1

k̃m

[
1 +O

(
1

k̃10

)]
, m = 9, m = 10. (77)

Подставляя формулы (76), (77) в уравнение (74), получаем

zn1zM9

[
1 +

2πid9,k,1

k̃9
+

2πid10,k,1

k̃10
+O

(
1

k̃11

)]
−

−zn1zM19 +
(A+B)9(w1 − w2)

9

29π9i9
1

k̃9

[
1 +O

(
1

k̃10

)]
[R1z

n1zM9 −R3z
n1zM9 ]+

+
(A+B)10(w1 − w2)

10

210π10i10
1

k̃10

[
1 +O

(
1

k̃10

)][
R2z

n1zM9

(
1 +O

(
1

k̃10

))
−R4z

n1zM9

]
+

+
1

∆00

(A+B)10(w1 − w2)
10

210π10i10
1

k̃9

[
1 +O

(
1

k̃10

)][
H21z

n1zM9z−M9eA(w1−w2)s

∣∣∣∣
sk,1,осн

−

−H21z
n1zM9z−n1eB(w1−w2)s

∣∣∣∣
sk,1,осн

]
+O

(
1

k̃11

)
= 0. (78)

при этом на zn1zM9 ̸= 0 можно поделить.
При k̃0 в уравнении (78) имеем zn1zM9 − zn1zM9 = 0 .
Приравнивая в (78) коэффициенты при 1

k̃9
, имеем

d9,k,1 = − 1

2πi

(A+B)9(w1 − w2)
9

29π9i9
[R1 −R3]. (79)

Используя формулы (73), (11) и (19), находим

R1 −R3=[A9,1(x1)− A9,2(x1)] + [B9,1(π)−B9,2(π)] =

= − 1

10a9
(w1 − w2)

∫ x1

0

q1(t)dt−
1

10b9
(w1 − w2)

∫ π

x1

q2(t)dt. (80)

Подставляя формулу (80) в (79), выводим

d9,k,1 =
(A+B)9(w1 − w2)

10

10 · 210π10i10

[
1

a9

∫ x1

0

q1(t)dt+
1

b9

∫ π

x1

q2(t)dt

]
. (81)

Используя формулы (6), получаем

w1 − w2 = 1− e
2πi
10 = e

πi
10 [e−

πi
10 − e

πi
10 ] = e

πi
10 (−2i) sin

(
π

10

)
;

(w1 − w2)
10 = eπi(−1)10210i10

(
sin

(
π

10

))10

= (−1)10210i10
(
sin

(
π

10

))10

.

(82)

Подставляя (82) в формулу (81), находим

d9,k,1 = −(A+B)9

10π10

(
sin

(
π

10

))10[
1

a9

∫ x1

0

q1(t)dt+
1

b9

∫ π

x1

q2(t)dt

]
, k ∈ N. (83)

Формула (83) показывает, что коэффициенты d9,k,1 асимптотического разложения
(75) находятся единственным образом, и приведена явная формула для их вычисления.
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Приравнивая в (78) коэффициенты при 1
k̃10

, находим

d10,k,1 = −(A+B)10(w1 − w2)
10

2πi210π10i10
[R2 −R4]−

− 1

2πi

1

∆00

(A+B)10(w1 − w2)
10

210π10i10
[H21z

−M9eA(w1−w2)s
∣∣
k,1,осн −H12z

−n1eB(w1−w2)s
∣∣
k,1,осн], (84)

R2 −R4 = [Bn1
10,1(π)−Bn1

10,2(π)] +
H11 −H22

∆00

. (85)

Из формул (20)–(22) имеем Bn1
10,1(π) = Bn1

10,2(π) = Bn1
10,k(π) = (9−2n1)q2(π)−9q2(π)

20b10
(не

зависит от k, k = 1, 2, . . . , 10 ), поэтому

Bn1
10,1(π)−Bn1

10,2(π) = 0. (86)

Из формул (39), (40) и (43), (44)

H1k =
10∑

m=1

H1km −
10∑

m=1

H2km = [H1k1 −H2k2] + [H1k2 −H2k1] +
10∑

m=3

[H1km −H2km], (87)

k = 1, 2, . . . , 10.

Определители H1km и H2km (m = 3, 4, . . . , 10) находятся по следующим формулам

H1km =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 B0
10,m(x1) 1 . . . 1

wk w2 w3 . . . wm−1 wmB
1
10,m(x1) wm+1 . . . w10

w2
k w2

2 w2
3 . . . w2

m−1 w2
mB

2
10,m(x1) w2

m+1 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
k w9

2 w9
3 . . . w9

m−1 w9
mB

9
10,m(x1) w9

m+1 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (88)

H2km =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1 B0
10,m(x1) 1 . . . 1

w1 wk w3 . . . wm−1 wmB
1
10,m(x1) wm+1 . . . w10

w2
1 w2

k w2
3 . . . w2

m−1 w2
mB

2
10,m(x1) w2

m+1 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1 w9

k w9
3 . . . w9

m−1 w9
mB

9
10,m(x1) w9

m+1 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (89)

Формулы (88), (89) показывают, что

H11m = H22m при m = 3, 4, . . . , 10. (90)

Поэтому из формул (87) и (90) имеем

H11 −H22 = [H111 −H222] + [H112 −H221], (91)

H111 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A0
10,1(x1) 1 1 . . . 1

w1A
1
10,1(x1) w2 w3 . . . w10

w2
1A

2
10,1(x1) w2

2 w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1A

9
10,1(x1) w9

2 w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; H112 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 B0
10,1(x1) 1 . . . 1

w1 w2B
1
10,1(x1) w3 . . . w10

w2
1 w2

2B
2
10,1(x1) w2

3 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1 w9

2B
9
10,1(x1) w9

3 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (92)
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H221 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B0
10,1(x1) 1 1 . . . 1

w1B
1
10,1(x1) w2 w3 . . . w10

w2
1B

2
10,1(x1) w2

2 w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1B

9
10,1(x1) w9

2 w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; H222 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 A0
10,1(x1) 1 . . . 1

w1 w2A
1
10,1(x1) w3 . . . w10

w2
1 w2

2A
2
10,1(x1) w2

3 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
1 w9

2A
9
10,1(x1) w9

3 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (93)

Раскладывая определитель H111 из (92) по первому столбцу, воспользуемся форму-
лами (35), получаем

H111 =
∆00

10
[A0

10,1(x1)− w1A
1
10,1(x1)(−w−1

1 ) + w2
1A

2
10,1(x1)w

−2
1 − · · ·+

+w8
1A

8
10,1(x1)w

−8
1 − w9

1A
9
10,1(x1)(−w−9

1 )] =
∆00

10

9∑
n=0

An
10,1(x1)

(15)
=

∆00

10

−90

20a10
. (94)

Раскладывая определитель H222 из (93) по второму столбцу, находим, используя
формулу (35) теоремы 3

H222 =
∆00

10
[−A0

10,2(x1)(−1) + w2A
1
10,2(x1)w

−1
1 − w2

2A
2
10,2(x1)(−w−2

1 ) + · · · −

−w8
2A

8
10,2(x1)(−w−8

1 ) + w9
2A

9
10,2(x1)w

−9
1 ] =

∆00

10

9∑
n=0

An
10,2(x1)

(15)
=

∆00

10

−90

20a10
= H111. (95)

Аналогичным образом выводим

H112
(32),(35)

=
∆00

10

9∑
n=1

(−1)n−1wn
2B

n
10,2(x1)(−1)n−1w−n

2 =
∆00

10

9∑
n=1

Bn
10,2(x1)

(20)
=

∆00

10

−90

20b10
; (96)

H221
(93),(95)

=
∆00

10

9∑
n=1

(−1)nwn
1B

n
10,1(x1)(−1)nw−n

1 =
∆00

10

9∑
n=1

Bn
10,1(x1)

(20)
=

∆00

10

−90)

20b10
=H112; (97)

Из формул (91)–(97) следует, что

H11 −H22 = 0, (98)

поэтому из формул (85) и (86) имеем

R2 −R4 = 0, (99)

значит, формула (84) с применением формул (98), (99) принимает следующий вид:

d10,k,1 = − 1

2πi

1

∆00

(A+B)10(w1 − w2)
10

210π10(−1)5
[H21z

−M9eA(w1−w2)s −H12z
−n1eB(w1−w2)s]|k,1,осн,

(100)

k ∈ N.
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Из формул (39), (40) и (43), (44) имеем

H12 = H12,1 +H12,2 +
10∑

m=3

H12,m; H21 = H21,1 +H22,2 +
10∑

m=3

H21,m, (101)

при этом определители H12,n, H21,n (n = 1; n = 2) находятся по следующим формулам:

H12,1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A0
10,2(x1) 1 1 . . . 1

w2A
1
10,2(x1) w2 w3 . . . w10

w2
2A

2
10,2(x1) w2

2 w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
2A

9
10,2(x1) w9

2 w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; H12,2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 B0
10,2(x1) 1 . . . 1

w2 w2B
1
10,2(x1) w3 . . . w10

w2
2 w2

2B
2
10,2(x1) w2

3 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
2 w9

2B
9
10,2(x1) w9

3 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (102)

H21,1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

B0
10,2(x1) 1 1 . . . 1

w2B
1
10,2(x1) w2 w3 . . . w10

w2
2B

2
10,2(x1) w2

2 w2
3 . . . w2

10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
2B

9
10,2(x1) w9

2 w9
3 . . . w9

10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; H21,2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 A0
10,2(x1) 1 . . . 1

w2 w2A
1
10,2(x1) w3 . . . w10

w2
2 w2

2A
2
10,2(x1) w2

3 . . . w2
10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

w9
2 w9

2A
9
10,2(x1) w9

3 . . . w9
10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; (103)

определители H12,m (m = 3, 4, . . . , 10) равны нулю, так как у них первый и второй
столбцы совпадают и равны (1;w2;w

2
2, . . . , w

9
2)

∗ .
Таким образом, формула (101) принимает следующий вид:

H12 = H12,1 +H12,2; H21 = H21,1 +H21,2. (104)

Определители H12,n, H21,n (n = 1; n = 2) находятся по формулам (102) и (103).
Из формул (102)–(104) и (35), раскладывая определители H12,1, H21,1 по первому

столбцу, а определители H12,2 и H21,2 по второму столбцу, находим

H12,1 =
∆00

10
[A0

10,2(x1) · 1− w2A
1
10,2(x1)(−w−1

1 ) + w2
2A

2
10,2(x1)(w

−2
1 )− · · ·+

+w8
2A

8
10,2(x1)(w

−8
1 )− w9

2A
9
10,2(x1)(−w−9

1 )] =
∆00

10
[A0

10,2(x1) + q1A
1
10,2(x1) + q21A

2
10,2(x1) + · · ·+

+q81A
8
10,2(x1) + q91A

9
10,2(x1)]; q1 =

w2

w1

(6)
= w2

(6)
= e

2πi
10 ; (105)

H21,2 =
∆00

10
[−A0

10,2(x1)(−1) + w1A
1
10,1(x1)w

−1
2 − w2

1A
2
10,1(x1)(−w−2

2 ) + · · · −

−w8
1A

8
10,1(x1)(−w−8

2 ) + w9
1A

9
10,1(x1)(w

−9
2 )] =

∆00

10
[A0

10,1(x1) + q2A
1
10,1(x1) + q22A

2
10,1(x1) + · · ·+

+q82A
8
10,1(x1) + q92A

9
10,1(x1)]; q2 =

w1

w2

(6)
= w10

(6)
= w−1

2 = e−
2πi
10 = w̄2 = q̄1; (106)

H12,2=
∆00

10

9∑
m=0

qm2 B
m
10,2(x1); q2 = w̄2 = cos

(
2π

10

)
− i sin

(
2π

10

)
; (107)

H21,1=
∆00

10

9∑
m=0

qm1 B
m
10,1(x1); q1 = w2 = cos

(
2π

10

)
+ i sin

(
2π

10

)
. (108)
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Применяя формулы (12), из (105) получаем

H12,2 =
∆00

10

1

20a10
{
[9q1(x1)− 9q1(0)] · 1 + w2[7q1(x1)− 9q1(0)] + w2

2[5q1(x1)− 9q1(0)] + · · ·+

+w7
2[−5q1(x1)− 9q1(0)] + w8

2[−7q1(x1)− 9q1(0)] + w9
2[−9q1(x1)− 9q1(0)]

}
=

=
∆00

10

1

20a10
{−9q1(0)W2 + q1(x1)Φ2}; (109)

W2 = 1 + w2 + w2
1 + · · ·+ w7

2 + w8
2 + w9

2
(6)
= 1 + w2 + w3 + w4 + · · ·+ w8 + w9 + w10

(7)
= 0; (110)

Φ2 =

9∑
m=0

[10− (2m− 1)]wm
2 =

9∑
m=0

e
2πi
10

m[10− (2m+ 1)] =

=
9∑

m=0

[10− (2m+ 1)]

[
cos

(
2π

10
m

)
+ i sin

(
2π

10
m

)]
= R2 + iV2; (111)

R2 =

9∑
m=0

[10− (2m+ 1)] cos

(
2π

10
m

)
; V2 =

9∑
m=0

[10− (2m+ 1)] sin

(
2π

10
m

)
.

Аналогичным образом из формул (106)–(108) и (109)–(111) выводятся следующие
формулы:

H21,2
(106)
=

∆00

10

q1(x1)

20a10
[R2 − iV2]

(109)−(111)
= H̄12,1;

H21,1
(108)
=

∆00

10

q2(x1)

20b10
[R2 + iV2]; (112)

H12,2
(107)
=

∆00

10

q2(x1)

20b10
[R2 − iV2] = H̄21,1. (113)

Введем следующие обозначения:

R2 + iV2 =
R2√

R2
2 + V 2

2

+
V2√

R2
2 + V 2

2

i = cos(φ10) + i sin(φ10) = eiφ10 ;

φ10 = arccos

(
R2√

R2
2 + V 2

2

)
= arcsin

(
V2√

R2
2 + V 2

2

)
.

(114)

Тогда в формуле (100) с учетом (112)–(114) имеем

[H21z
−M9eA(w1−w2)s −H12z

−n1eB(w1−w2)s]
∣∣
sk,1,осн

(104)
=

= [(H21,1 +H21,2)z
−M9eA(w1−w2)s − (H12,1 +H12,2)z

−n1eB(w1−w2)s]
s= 2πik̃

(A+B)(w1−w2)

=

=
∆00

10

1

20

{[
q2(x1)

b10
eiφ10 +

q1(x1)

a10
e−iφ10

]
z−M9eA(w1−w2)sk,1,осн−

−
[
q1(x1)

a10
eiφ10 +

q2(x1)

b10
e−iφ10

]
z−n1eB(w1−w2)sk,1,осн

}
1

. (115)

Перегруппируем в (115) слагаемые, учтем, что sk,1,осн
(75)
= 2πik̃

(A+B)(w1−w2)
, получим

{. . . }1 =
q1(x1)

a10

[
e−iφ10e−

2πi
10

M9e
A

A+B
2πik̃ − eiφ10e−

2πi
10

n1e
B

A+B
2πik̃

]
−
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−q2(x1)

b10

[
e−iφ10e−

2πi
10

n1e
B

A+B
2πik̃ − eiφ10e−

2πi
10

M9e
A

A+B
2πik̃

]
=

=
q1(x1)

a10
e−

πi
10

M9e−
πi
10

n1e
A+B
A+B

πik̃

[
e−iφ10e−

πi
10

M9e
πi
10

n1e
A−B
A+B

πik̃ − eiφ10e
πi
10

M9e−
πi
10

n1e−
A+B
A+B

πik̃

]
−

−q2(x1)

b10
e−

πi
10

n1e−
πi
10

M9e
A+B
A+B

πik̃

[
e−iφ10e−

πi
10

n1e
πi
10

M9e−
A+B
A+B

πik̃ − eiφ10e
πi
10

n1e−
πi
10

M9e
A−B
A+B

πik̃

]
. (116)

Учтем, что k̃
(75)
= k + M9

10
+ n1

10
, k ∈ N , преобразуем формулу (116) к следующему

виду:

{. . . }1 = 2i(−1)k
[
q1(x1)

a10
+

q2(x1)

b10

]
sin

[
A−B

A+B
πk̃ − φ10 −

π

10
M9 +

π

10
n1

]
. (117)

Используя формулу (117), имеем из (115)

[H21z
−M9eA(w1−w2)s −H12z

−n1eB(w1−w2)s]
∣∣
sk,1,осн

=
∆00

8 · 25
{. . . }1 =

=
∆00

8 · 25
(2i)(−1)k

[
q1(x1)

a10
+

q2(x1)

b10

]
sin

[
A−B

A+B
πk̃ − φ10 −

π

10
M9 +

π

10
n1

]
. (118)

Подставляя формулу (118) в формулу (100), выводим

d10,k,1 =
(−1)k+1(A+B)10(sin( π

10))
10

8π25π10

[
q1(x1)

a10
+

q2(x1)

b10

]
sin

[
A−B

A+B
πk̃ − φ10 −

π

10
M9 +

π

10
n1

]
,

k ∈ N; A = ax1; B = b(π − x1); M9 =

9∑
k=1

mk; k̃ = k +
M9 + n1

10
. (119)

Формула (119) показывает, что коэффициенты d10,k,1 асимптотического разложения
(75) находятся единственным образом, тем самым теорема 6 доказана.

Аналогичным образом доказывается следующее утверждение.

Теорема 7. 1) Асимптотика собственных значений дифференциального оператора
(1)–(5) в секторах индикаторной диаграммы (70) имеет следующий вид:

sk,2
(75)
= sk,1e

2πi
10 ; sk,3 = sk,2e

2πi
10 = sk,1e

4πi
10 ; . . . ;

sk,m = sk,m−1e
2πi
10 = sk,1e

2πi(m−1)
10 , m = 1, 2, 3, . . . , 10.

2) При этом λk,m = s10k,m , k ∈ N , m = 1, 2, 3, . . . , 10 .
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ABOUT THE STUDY OF SPECTRAL PROPERTIES
OF DIFFERENTIAL OPERATORS OF EVEN ORDER

WITH DISCONTINUOUS WEIGHT FUNCTION

c⃝ S. I. Mitrokhin

Lomonosov Moscow State University
1 Leninskie Gory, Moscow 119991, Russian Federation

E-mail: mitrokhin-sergey@yandex.ru

Abstract. The boundary value problem for a differential operator of high even order,
whose coefficients are discontinuous functions at some interior point of the segment
on which the operator is considered, is studied. At the point of discontinuity of
the coefficients, certain conditions of «conjugation» that follow from the physical
conditions are required. The boundary conditions of the considered boundary value
problem are separated and depend on several parameters. Thus simultaneously the
spectral properties of a family of differential operators are studied. The weight
function of the operator is piecewise constant on the interval of the definition of
the differential operator. For large values of the spectral parameter, the asymptotics
of the solutions of the differential equations determining the operator under
investigation is derived. Using this asymptotics, the conditions of «conjugation» are
studied. The obtained formulas allow to investigate the boundary conditions of the
considered boundary value problem. As a result, we have derived an equation for the
eigenvalues of the studied operator. It is proved that the eigenvalues of the operator
are the roots of some entire function. The indicator diagram of the equation for
the eigenvalues of the operator is studied. It is proved that the spectrum of the
operator is discrete. In different sectors of the indicator diagram, the asymptotics
of the eigenvalues of the studied operator is found, depending on the parameters of
the boundary conditions. The found formulas allow us to find the asymptotics of the
eigenfunctions of the operator and to calculate the regularized traces of this operator.
Keywords: differential operator; boundary value problem; spectral parameter; weight
function; asymptotics of the eigenvalues; eigenfunctions
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